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Âàøåìó âíèìàíèþ ïðåäëàãàåòñÿ ïåðâàÿ ÷àñòü êóðñà ëåêöèé ïî äèñöèïëèíå
"Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýêîíîìèêè", ÷èòàåìîãî íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëü-
òåòå ñòóäåíòàì, îáó÷àþùèìñÿ ïî ñïåöèàëèçàöèè "ìàòåìàòèêà ýêîíîìè÷åñêîãî
ïðîôèëÿ". Âåñü êóðñ ïðåäïîëàãàåò òðè ÷àñòè: "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàöèî-
íàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ", "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàöèîíàëüíîãî ïî-
âåäåíèÿ ïðîèçâîäèòåëÿ", "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ ïîòðåáèòå-
ëÿ è ïðîèçâîäèòåëÿ".

Îá îðãàíèçàöèè òåêñòà. Ïîñîáèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóðñ ëåêöèé. Êàæäàÿ
ëåêöèÿ èìååò äåëåíèå íà ïóíêòû, êîòîðûå ìîãóò áûòü âçÿòû çà îñíîâó ýêçàìåíà-
öèîííûõ è çà÷åòíûõ âîïðîñîâ. Íóìåðàöèÿ ôîðìóë â êàæäîé ëåêöèè àâòîíîìíà.
Îäíàêî ïðè ññûëêàõ íà ôîðìóëû äðóãèõ ëåêöèé èñïîëüçóåòñÿ äâîéíàÿ íóìå-
ðàöèÿ: ïåðâàÿ öèôðà ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ëåêöèè, âòîðàÿ - íîìåðó ôîðìóëû
â íåé. Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâ ïîìå÷åíî çíàêîì ., îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà -
ñîîòâåòñòâåííî çíàêîì J .

Â êîíöå ëåêöèé ïðèâîäÿòñÿ âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ.
Ê äàííîìó ó÷åáíîìó ïîñîáèþ èìååòñÿ êîìïëåêò çàäà÷ è ìåòîäè÷åñêèå óêà-

çàíèÿ ê èõ ðåøåíèþ, èñïîëüçóåìûå ïðè ïðîâåäåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî
óêàçàííîé äèñöèïëèíå.

Ðåêîìåíäóåòñÿ ñòóäåíòàì ìàòåìàòè÷åñêîãî è ýêîíîìè÷åñêîãî ôàêóëüòåòîâ.

Ðåöåíçåíòû:
çàâåäóþùèé êàôåäðîé èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ
â ýêîíîìèêå, äîêòîð ýêîíîìè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð Â.Â.Äàâíèñ;
ïðîôåññîð êàôåäðû àëãåáðû è òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà, äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Â.Â.Îáóõîâñêèé.

Ïå÷àòàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøåíèåì Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîãî ñîâåòà Âîðî-
íåæñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà ïðîòîêîë � 4 îò 22 èþíÿ 2001 ãîäà.
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Ëåêöèÿ 1
Ïîòðåáèòåëü è ñèñòåìà åãî ïðåäïî÷òåíèé

1.1. Ðàöèîíàëüíîå ïîâåäåíèå ïîòðåáèòåëåé è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-
âàíèå

Ýêîíîìèêà êàê îáúåêò èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü áëàã
(ìàòåðèàëüíûõ òîâàðîâ è óñëóã), èõ ðàñïðåäåëåíèÿ, îáìåíà è ïîòðåáëåíèÿ. Ñî-
îòâåòñòâåííî îñíîâíûìè ñóáúåêòàìè ýêîíîìèêè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäèòåëè (ôèð-
ìû) è ïîòðåáèòåëè (äîìàøíèå õîçÿéñòâà) áëàã. Ïðîöåññû ïðîèçâîäñòâà è ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðåãóëèðóþòñÿ â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè ãîñóäàðñòâîì. Â äîñòàòî÷íî
ðàçâèòûõ â ñîöèàëüíî-ïðàâîâîì îòíîøåíèè îáùåñòâàõ çàìåòíóþ ðîëü â ïðîöåñ-
ñàõ ðàñïðåäåëåíèÿ èãðàþò òàêæå îáúåäèíåíèÿ òðóäÿùèõñÿ (ïðîôñîþçû), è ýòî
ó÷èòûâàåò ýêîíîìè÷åñêàÿ íàóêà.

Ðàöèîíàëüíîå ïîâåäåíèå ñóáúåêòîâ ýêîíîìèêè çàêëþ÷àåòñÿ â ñòðåìëåíèè ê
íàèáîëüøåé ýôôåêòèâíîñòè (îïòèìàëüíîñòè) ñâîåé äåÿòåëüíîñòè ïðè îãðàíè-
÷åííûõ âîçìîæíîñòÿõ. Ýòîò îáùèé ïðèíöèï êîíêðåòèçèðóåòñÿ íà îñíîâå ôîð-
ìàëèçàöèè ñóáúåêòîâ, èõ öåëåé, óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ ýôôåêòèâíîñòè è âîçìîæ-
íûõ ñïîñîáîâ åå ïîâûøåíèÿ.

Ïîòðåáëåíèå ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì ôàêòîðîì â ôóíêöèîíèðîâàíèè âñåé âçàèìî-
ñâÿçàííîé ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, îáëàäàþùåé äîñòàòî÷íîé ñòåïå-
íüþ ñâîáîäû ñâîèõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ýëåìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå áîëåå èëè ìåíåå
îñîçíàííîãî âûáîðà ýëåìåíòàðíûõ ïîòðåáèòåëåé (äîìàøíèõ õîçÿéñòâ), äåéñòâó-
þùèõ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèìè ïðåäïî÷òåíèÿìè è áþäæåòíûìè âîçìîæíîñòÿ-
ìè, ôîðìèðóåòñÿ ñîâîêóïíûé ñïðîñ. Ýòîò ñïðîñ èãðàåò ðîëü ñîöèàëüíîãî çàêàçà
äëÿ ðàáîòû ïðîèçâîäñòâåííîé ïîäñèñòåìû è òîðãîâëè, â ÷àñòíîñòè, âíåøíåýêî-
íîìè÷åñêîãî îáìåíà. Îñîáåííî âàæíî, ÷òî ïîòðåáèòåëüñêèé ñïðîñ íàðÿäó ñ òåõ-
íîëîãè÷åñêèìè âîçìîæíîñòÿìè ïðîèçâîäèòåëåé îïðåäåëÿåò åñòåñòâåííóþ äëÿ
äàííîé ýêîíîìèêè ñèñòåìó öåí.

Ïîâåäåíèå ïîòðåáèòåëåé íà ðûíêå êîíå÷íîé ïðîäóêöèè, íà ïåðâûé âçãëÿä,
òðóäíî ôîðìàëèçóåìî. Äåéñòâèòåëüíî, èìåÿ îãðàíè÷åííûé áþäæåò, ïîòðåáè-
òåëü æåëàåò ïðèîáðåñòè ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ òîâàðîâ, ïîòðåáèòåëüñêèå ñâîé-
ñòâà êîòîðûõ ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ. Íî îãðàíè÷åííîñòü áþäæåòà äåëàåò äîñòóï-
íûì ëèøü âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî òîâàðîâ. Èçó÷åíèå òîðãîâîé ñòàòè-
ñòèêè ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ â îòíîñèòåëüíî ñòà-
áèëüíîé ñèòóàöèè ïîòðåáèòåëè èìåþò äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâóþ ñèñòåìó ïðåä-
ïî÷òåíèé ìåæäó íàáîðàìè ðàçëè÷íûõ òîâàðîâ. Ïðè ýòîì ðàöèîíàëüíîå ïî-
âåäåíèå ïîòðåáèòåëåé óäàëîñü îïèñàòü òàê, ÷òî èõ ýôôåêòèâíûé âûáîð äàåò
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ìàêñèìóì íåêîòîðîé ôóíêöèè (íàçûâàåìîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè) íà ìíîæå-
ñòâå òîâàðîâ, äîñòóïíûõ ïîòðåáèòåëþ. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëå-
íèè áûëè ïîëó÷åíû åùå â XIX âåêå â ðàìêàõ òåîðèè ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè.
Îñíîâû ñîâðåìåííîé âûñîêî ìàòåìàòèçèðîâàííîé òåîðèè ðàöèîíàëüíîãî ïî-
òðåáëåíèÿ (ïîòðåáèòåëüñêîãî ñïðîñà) çàëîæåíû êëàññè÷åñêîé ðàáîòîé ðóññêîãî
ìàòåìàòèêà Å.Å.Ñëóöêîãî (1915). Â 40-å ãîäû íàøåãî ñòîëåòèÿ òåîðèÿ ðàöè-
îíàëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ áûëà ïåðåñìîòðåíà â ðàìêàõ àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè
"âûÿâëåííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ"â ðàáîòàõ àìåðèêàíñêèõ ýêîíîìèñòîâ-ìàòåìàòèêîâ
Ï.Ñàìóýëüñîíà, Ã.Õàóòåêêåðà. Ýòà òåîðèÿ âîçíèêëà â ñâÿçè ñ "ïðîáëåìîé èíòå-
ãðèðóåìîñòè", ñóùíîñòü êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â èçó÷åíèè àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ôóíêöèé ñïðîñà, ïîðîæäàåìûõ íåêîòîðîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè.

Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ðàöèîíàëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ïîíÿòèÿ
áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå òîâàðîâ è åãî ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè (â ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ - èíäèêàòîðà îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ).
Ïîñòðîåíèå èíäèêàòîðà îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ, à òàêæå ðåøåíèå îáðàòíîé
çàäà÷è è ïîñòðîåíèÿ â ðåçóëüòàòå åå èññëåäîâàíèÿ èíäèêàòîðà öåí, àäåêâàòíûõ
êîíêðåòíîìó ðûíêó è âñåé ýêîíîìèêå, ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðåøàòü îñíîâ-
íûå âîïðîñû àíàëèçà è ðåãóëèðîâàíèÿ ïîòðåáèòåëüñêîãî ðûíêà: êàê èçìåíèòñÿ
ñïðîñ íà òîâàðû ïðè èçìåíåíèè öåí? êàêèå öåíû îáåñïå÷àò çàäàííûé ñïðîñ?
Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû íåîáõîäèìû äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïî íàëîãîîáëîæå-
íèþ, äîòèðîâàíèþ ïðîèçâîäñòâà ñîöèàëüíî çíà÷èìîé ïðîäóêöèè, ñóáñèäèðîâà-
íèþ ñîöèàëüíûõ ïðîãðàìì, âíåøíåýêîíîìè÷åñêîìó îáìåíó.

1.2. Ïðîñòðàíñòâî òîâàðîâ

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ äîìàøíåå õî-
çÿéñòâî (ïîòðåáèòåëü). Ïîä îòäåëüíûì ïîòðåáèòåëåì ïîíèìàåòñÿ íå îáÿçàòåëü-
íî ôèçè÷åñêîå ëèöî, à ëþáîé ó÷àñòíèê ýêîíîìèêè: ýòî ìîæåò áûòü ìàãàçèí,
ôåðìåðñêîå õîçÿéñòâî, äîìàøíåå õîçÿéñòâî è ò.ä. Ïðîáëåìà ðàöèîíàëüíîãî âå-
äåíèÿ õîçÿéñòâà ïîòðåáèòåëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè âîïðîñà î òîì, êàêîå êî-
ëè÷åñòâî êàæäîãî íàëè÷íîãî òîâàðà èëè óñëóã îí äîëæåí ïðèîáðåñòè ïðè çà-
äàííûõ öåíàõ è ôèêñèðîâàííîì äîõîäå.

Ïîä òîâàðîì áóäåì ïîíèìàòü íåêîòîðîå áëàãî èëè óñëóãó, ïîñòóïèâøèå â
ïðîäàæó â îïðåäåëåííîå âðåìÿ â îïðåäåëåííîì ìåñòå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷-
íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òîâàðîâ n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi - êîëè÷åñòâî i−òîãî áëàãà,
ïðèîáðåòåííîãî ïîòðåáèòåëåì. Òîãäà íàáîð òîâàðîâ, ïðèîáðåòåííûé ïîòðåáèòå-
ëåì, õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîð-ñòîëáöîì

x = (x1, x2, . . . , xn)
′.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå òîâàðû îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïðîèçâîëüíîé äåëèìîñòè, òî
åñòü ìîæåò áûòü êóïëåíî ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå êîëè÷åñòâî êàæäîãî èç íèõ.

Ïðîñòðàíñòâî òîâàðîâ - ýòî ìíîæåñòâî M âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Rn ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè:

M = {x = (x1, x2, . . . , xn)
′ |xi ≥ 0, i = 1, . . . , n} .

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà M ñëåäóåò, ÷òî îíî âûïóêëî è çàìêíóòî.

1.3. Îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ

Åñòåñòâåííûì âûãëÿäèò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïîòðåáèòåëü äåëàåò ñâîé âûáîð,
èñõîäÿ èç ñâîèõ âêóñîâ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ.

Åñëè äëÿ äàííîãî ïîòðåáèòåëÿ íàáîð òîâàðîâ x ïðåäïî÷òèòåëüíåå èëè áåç-
ðàçëè÷åí íàáîðó y (ñëàáîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ), òî èñïîëüçóþò çàïèñü

x º y, x, y ∈ M.

Åñëè äëÿ äàííîãî ïîòðåáèòåëÿ íàáîð òîâàðîâ x ïðåäïî÷òèòåëüíåå íàáîðà y

(ñèëüíîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ), òî èñïîëüçóþò çàïèñü

x Â y, x, y ∈ M.

Åñëè äëÿ äàííîãî ïîòðåáèòåëÿ íàáîð òîâàðîâ x áåçðàçëè÷åí íàáîðó y, òî
åñòü îíè îáëàäàþò îäèíàêîâîé ñòåïåíüþ ïðåäïî÷òåíèÿ (îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè), òî èñïîëüçóþò çàïèñü

x ∼ y, x, y ∈ M.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå àêñèîìû.

Àêñèîìà 1. Îòíîøåíèå ñëàáîãî ïðåäïî÷òåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

(à) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ M èìååò ìåñòî ëèáî x º y, ëèáî y º x;
(á) äëÿ ëþáîãî x ∈ M ñïðàâåäëèâî x º x (ðåôëåêñèâíîñòü);
(â) äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ M ñïðàâåäëèâî x º y∧ y º z ⇒ x º z (òðàíçèòèâ-

íîñòü).

Ñâîéñòâî (à) îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå ñëàáîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâåð-
øåííûì, òî åñòü â ïðîñòðàíñòâå òîâàðîâ âñå íàáîðû "ñðàâíèìû". Åñëè îòíî-
øåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðåôëåêñèâíîñòè è òðàíçèòèâíîñòè, òî åãî íàçûâàþò
ïîëóóïîðÿäî÷åííîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìà 1 îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå ñëà-
áîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé ïîëóóïîðÿäî÷åííîñòüþ.
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Óòâåðæäåíèå 1. Îòíîøåíèå áåçðàçëè÷èÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè, òî åñòü

(à) äëÿ çàäàííîãî íàáîðà x ∈ M ñïðàâåäëèâî x ∼ x (ðåôëåêñèâíîñòü);
(á) äëÿ çàäàííûõ íàáîðîâ x, y, z ∈ M âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå x ∼ y∧ y ∼ z ⇒

x ∼ z (òðàíçèòèâíîñòü);
(â) äëÿ çàäàííûõ íàáîðîâ x, y ∈ M îòíîøåíèå x ∼ y îçíà÷àåò y ∼ x (ñèì-

ìåòðè÷íîñòü).

. Äîêàçàòåëüñòâî.
(à) Òàê êàê îòíîøåíèå ñëàáîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ðåôëåêñèâíî, òî x º x, îòêóäà

ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ áåçðàçëè÷èÿ èìååì x ∼ x .

(á) Ïóñòü äëÿ çàäàííûõ íàáîðîâ x, y, z ∈ M èìååò ìåñòî x ∼ y∧ y ∼ z .

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ áåçðàçëè÷èÿ (x º y∧ y º x)∧ (y º z∧ z º y)
èëè (x º y∧ y º z)∧ (z º y∧ y º x) , îòêóäà â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ
ñëàáîãî ïðåäïî÷òåíèÿ (àêñèîìà 1), ñëåäóåò x º z∧ z º x, ÷òî è îçíà÷àåò x ∼ z .

(â) Ïóñòü äëÿ çàäàííûõ íàáîðîâ x, y ∈ M îòíîøåíèå x ∼ y îçíà÷àåò, ÷òî
x º y∧ y º x . Òîãäà y º x∧ x º y, ÷òî îçíà÷àåò y ∼ x . J

Îòíîøåíèå áåçðàçëè÷èÿ ïîäðàçäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî òîâàðîâ M íà êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà Ix � ìíîæåñòâà
áåçðàçëè÷èÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ íàáîðîâ, êîòîðûå
áåçðàçëè÷íû íàáîðó òîâàðîâ x

Ix = {y ∈ M |y ∼ x} .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðåäïî÷òèòåëüíîå ìíîæåñòâî � ìíîæåñòâî Px, ñî-
ñòîÿùåå èç òåõ íàáîðîâ, êîòîðûå ïðåäïî÷òèòåëüíû èëè áåçðàçëè÷íû íàáîðó
x ∈ M

Px = {y ∈ M |y º x} ,

è íåïðåäïî÷òèòåëüíîå ìíîæåñòâî � ìíîæåñòâî Nx, ñîñòîÿùåå èç òåõ íàáîðîâ,
äëÿ êîòîðûõ íàáîð x ∈ M ïðåäïî÷òèòåëåí èëè áåçðàçëè÷åí

Nx = {y ∈ M |x º y} .

Àêñèîìà 2. Îòíîøåíèå ñëàáîãî ïðåäïî÷òåíèÿ íåïðåðûâíî, òî åñòü ìíîæå-
ñòâà Px è Nx ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè ïðîñòðàíñòâà M äëÿ ëþ-
áîãî íàáîðà x ∈ M.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîãî è íåïðåäïî÷òèòåëüíîãî ìíîæåñòâ ñëåäó-
åò, ÷òî

Px ∩Nx = Ix.
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Àêñèîìà 3 (íåíàñûùåíèÿ). Äëÿ äâóõ çàäàííûõ íàáîðîâ x, y ∈ M

(a) x ≥ y (òî åñòü xi ≥ yi ∀i = 1, . . . , n) âëå÷åò x º y;
(á) x ≥ y∧ x 6= y âëå÷åò x Â y .

Àêñèîìà íåíàñûùåíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî åñëè íàáîð x ñîäåðæèò òîâàðû â
êîëè÷åñòâå, ìåíüøåì, ÷åì íàáîð y, òî íàáîð x ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì íàáîð y .

Àêñèîìà 4 (ñòðîãîé âûïóêëîñòè). Äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ x, y ∈ M òàêèõ,
÷òî x º y, è ÷èñëà λ ∈ [0; 1] èìååò ìåñòî λ x +(1− λ) y º x, ãäå λ x +(1− λ) y �
íàáîð, ñîñòîÿùèé èç λxi + (1− λ)yi åäèíèö i−òîãî òîâàðà.

1.4. Áþäæåòíîå ìíîæåñòâî

Ñ êàæäûì íàáîðîì x ∈ M ìû ñâÿçûâàåì óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñåë p = (p1, p2, . . . , pn), ãäå ÷åðåç pi îáîçíà÷åíà öåíà i−ãî òîâàðà.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x è p, òî åñòü ÷èñëî

p x =
n∑

i=1

pixi,

íàçûâàþò ñòîèìîñòüþ íàáîðà x .

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ÷èñëî b. Ìíîæåñòâî íàáîðîâ Bp,b ñòîèìîñòè íå áîëåå
b ïðè çàäàííûõ öåíàõ p íàçûâàþò áþäæåòíûì ìíîæåñòâîì

Bp,b = {x ∈ M |p x ≤ b} .

Óòâåðæäåíèå 2. Áþäæåòíîå ìíîæåñòâî âûïóêëî, îãðàíè÷åííî è çàêíóòî.

. Äîêàçàòåëüñòâî.
Âûïóêëîñòü. Ïóñòü x, y ∈ Bp,b, ÷èñëî λ ∈ [0; 1]. Ïîñêîëüêó p x ≤ b, p y ≤ b,

òî è λ p x +(1 − λ) p y ≤ b. Òîãäà p(λ x +(1 − λ y)) ≤ b, ïîýòîìó λ x +(1 − λ) y

ïðèíàäëåæèò Bp,b, ÷òî îçíà÷àåò âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà Bp,b.

Îãðàíè÷åííîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p0 = min
i

pi. Åñëè x ∈ Bp,b, òî äëÿ ëþáîãî
i = 1, 2, . . . , n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî xi ≤ b/p0, ÷òî îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü
ìíîæåñòâà Bp,b.

Çàìêíóòîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Bp,b ñòðå-
ìèòñÿ ê ýëåìåíòó x0 . Òîãäà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p xk → p x0 . Â ñèëó íåðà-
âåíñòâ p xk ≤ b, ñïðàâåäëèâûõ ïðè âñåõ k, èìååì p x0 ≤ b, òîãäà è x0 ∈ Bp,b,
÷òî îçíà÷àåò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà Bp,b. J
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Ëåêöèÿ 2
Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè

2.1. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè

Ïîä ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ u : M → R, óäîâëå-
òâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

(à) u(x) ≥ u(y) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x º y;
(á) u(x) > u(y) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x Â y;
(â)u(x) = u(y) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∼ y .

Òåîðåìà (Äåáðå, 1954). Åñëè ìíîæåñòâî M ñâÿçíî, à îòíîøåíèå ïðåäïî÷òå-
íèÿ íåïðåðûâíî, òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ (ïîëåçíîñòè) 1.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè âèäíî, ÷òî îíà ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå
çíà÷åíèÿ íà êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîýòîìó åå ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü
ñåáå, êàê ôóíêöèþ, "ïåðåñ÷èòûâàþùóþ"êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè â ñòîðîíó âñå
áîëüøåãî ïðåäïî÷òåíèÿ íàáîðîâ òîâàðîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè u(x) îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Åñëè
f(u) âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî ôóíêöèÿ f(u(x)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
ïîëåçíîñòè. Ãëàâíîå òðåáîâàíèå, ïðåäúÿâëÿåìîå ê ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ïîòðå-
áèòåëÿ � îíà äîëæíà îòðàæàòü ñèñòåìó åãî ïðåäïî÷òåíèé.

2.2. Ñâîéñòâà ôóíêöèè ïîëåçíîñòè

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè ïîëåçíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ åå ïîä÷èíåííîñòüþ
ñèñòåìå ïðåäïî÷òåíèé.

1◦. Åñëè u(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî èç àêñèîìû íåíà-
ñûùåíèÿ ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü åå ïåðâûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂u

∂xi
(x) > 0 (i = 1, 2, . . . , n), (1)

òî åñòü â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà òîâàðîâ âîçðàñòàíèå ïîòðåáëåíèÿ ëþáîãî
òîâàðà ïðè ïîñòîÿííîì ïîòðåáëåíèè îñòàëüíûõ òîâàðîâ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ
ïîëåçíîñòè.

Âåêòîð grad u(x) =

(
∂u

∂x1
(x),

∂u

∂x2
(x), . . . ,

∂u

∂xn

)
(x) â òåîðèè ïîëåçíîñòè îáî-

çíà÷àþò ÷åðåç ∂u

∂x
(x) è íàçûâàþò âåêòîðîì ïðåäåëüíûõ ïîëåçíîñòåé, ÷àñòíóþ

1Debreu G., Theory of Value, Cowles Foundation Monograph, 17, New York, John Wiley and Sons, Inc., 1959
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ïðîèçâîäíóþ ∂u

∂xi
(x) íàçûâàþò ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòüþ i−ãî òîâàðà.

2◦. Íåáîëüøîå óâåëè÷åíèå i−òîãî òîâàðà ïðè åãî ïåðâîíà÷àëüíîì îòñóòñòâèè
ðåçêî óâåëè÷èâàåò åãî ïîëåçíîñòü, òî åñòü

lim
xi→0

∂u

∂xi
(x) = ∞. (2)

3◦. Ïðè î÷åíü áîëüøîì êîëè÷åñòâå i−òîãî òîâàðà åãî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå
íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïîëåçíîñòè, òî åñòü

lim
xi→∞

∂u

∂xi
(x) = 0. (3)

4◦. Åñëè u(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî èç àêñè-
îìû ñòðîãîé âûïóêëîñòè ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè
u(x) (ìàòðèöà Ãåññå) äîëæíà áûòü îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà

U =
∂2u

∂x2 (x) =




∂2u

∂x2
1
(x)

∂2u

∂x1∂x2
(x) . . .

∂2u

∂x1∂xn
(x)

∂2u

∂x2∂x1
(x)

∂2u

∂x2
2
(x) . . .

∂2u

∂x2∂xn
(x)

. . .

∂2u

∂xn∂x1
(x)

∂2u

∂xn∂x2
(x) . . .

∂2u

∂x2
n

(x)




Â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî çàêîí Ãîññåíà1: ïðåäåëüíàÿ ïîëåçíîñòü ëþáîãî òî-
âàðà óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå òîãî, êàê ïðîäóêò ïîòðåáëÿåòñÿ, òî åñòü

∂2u

∂x2
i

(x) < 0. (4)

2.3. Ïðèìåðû ôóíêöèé ïîëåçíîñòè

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû ôóíêöèé ïîëåçíîñòè, îáëàäàþùèõ ïåðå÷èñ-
ëåííûìè âûøå ñâîéñòâàìè:
(à) ñòåïåííàÿ àääèòèâíàÿ

u(x) =
n∑

i=1

aix
αi

i , ai > 0, 0 < αi < 1; (5)

1Ãîññåí � íåìåöêèé ýêîíîìèñò XIX âåêà
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(á) ñòåïåííàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

u(x) =
n∏

i=1

xαi

i , αi > 0,
n∑

i=1

αi < 1; (6)

(â) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ

u(x) =
n∑

i=1

ai ln (1 + bixi), ai > 0, bi > 0; (7)

(ã) ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòè çàìåùåíèÿ

u(x) =

(
n∑

i=1

βix
−ρ
i

)−µ/ρ

, βi > 0, 0 < µ < 1, −1 < ρ 6= 0; (8)

(ä) ïðîïîðöèîíàëüíàÿ
u(x) = min

i

xi

ki
, ki > 0. (9)

Ïðèìåð. Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè

u(x) =
n∏

i=1

xαi

i , αi > 0,
n∑

i=1

αi < 1

îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1◦ − 4◦.
Ðåøåíèå. 1◦. Íàéäåì âåêòîð ïðåäåëüíûõ ïîëåçíîñòåé, äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u(x)

∂u

∂xj
(x) = αjx

αj−1
j

∏

i6=j

xαi

i =
αj

xj

n∏
i=1

xαi

i , i = 1, 2, . . . , n.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ αi > 0, xi > 0 ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n, òî

∂u

∂x
(x) =

(
α1

x1

n∏
i=1

xαi

i ,
α2

x2

n∏
i=1

xαi

i , . . . ,
αn

xn

n∏
i=1

xαi

i

)
> 0.

2◦. Âû÷èñëèì äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . , n

lim
xj→0

∂u

∂xj
(x) = lim

xj→0

αj

xj

n∏
i=1

xαi

i = lim
xj→0

αjx
αj−1
j

∏

i6=j

xαi

i = ∞,

òàê êàê ïî óñëîâèþ
n∑

i=1
αi < 1, îòêóäà αj − 1 < 0.
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3◦. Âû÷èñëèì äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . , n

lim
xj→∞

∂u

∂xj
(x) = lim

xj→∞
αjx

αj−1
j

∏

i6=j

xαi

i = 0,

òàê êàê ïî óñëîâèþ
n∑

i=1
αi < 1, îòêóäà αj − 1 < 0.

4◦. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà

∂2u

∂x2
j

(x) =
αj(αj − 1)

x2
j

n∏

i=1

xαi

i < 0,

òàê êàê αj − 1 < 0 ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

Ìàòðèöà Ãåññå â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

U =
∂2u

∂x2 (x) =




α1(α1 − 1)

x2
1

n∏
i=1

xαi

i

α1α2

x1x2

n∏
i=1

xαi

i . . .
α1αn

x1xn

n∏
i=1

xαi

i

α2α1

x2x1

n∏
i=1

xαi

i

α2(α2 − 1)

x2
2

n∏
i=1

xαi

i . . .
α2αn

x2xn

n∏
i=1

xαi

i

. . .

αnα1

xnx1

n∏
i=1

xαi

i

αnα2

xnx2

n∏
i=1

xαi

i . . .
αn(αn − 1)

x2
n

n∏
i=1

xαi

i




2.4. Òîâàðû-çàìåíèòåëè

Ïîâåðõíîñòüþ (ëèíèåé) áåçðàçëè÷èÿ íàçûâàþò ìíîæåñòâî íàáîðîâ x, äëÿ
êîòîðûõ

u(x) = const,

èëè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå

du =
n∑

i=1

∂u

∂xi
dxi = 0. (10)

Ïîâåðõíîñòü áåçðàçëè÷èÿ åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ äëÿ ôóíê-
öèè u(x). Ìíîæåñòâî ëèíèé áåçðàçëè÷èÿ íàçûâàþò êàðòîé ïðåäïî÷òåíèé.

Óñëîâèå (10) îçíà÷àåò, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè áåçðàçëè÷èÿ ïåðïåíäè-
êóëÿðíà âåêòîðó ïðåäåëüíûõ ïîëåçíîñòåé ∂u

∂x
(x) =

(
∂u

∂x1
(x),

∂u

∂x2
(x), . . . ,

∂u

∂xn
(x)

)
.
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Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ íàëè÷èå ìíîæåñòâà íàáîðîâ òîâàðîâ, îáëàäà-
þùèõ îäèíàêîâîé ïîëåçíîñòüþ, îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü çàìåíû îäíîãî òîâàðà
äðóãèì.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äâóõ òîâàðîâ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ïîòðåáèòåëÿ èìååò
âèä u(x1, x2) = x1x2. Çàôèêñèðóåì ëèíèþ áåçðàçëè÷èÿ MN. Ïóñòü ïîòðåáèòåëü
èìååò íàáîð òîâàðîâ x0 = (x0

1, x
0
2). Åñëè ïåðâûé òîâàð óìåíüøèëñÿ íà ∆x1 åäè-

íèö, òî åãî ìîæíî êîìïåíñèðîâàòü óâåëè÷åíèåì âòîðîãî òîâàðà íà ∆x2 åäèíèö
òàê, ÷òîáû ïîëåçíîñòü íàáîðà íå èçìåíèëàñü. Êîìïåíñàöèÿ îçíà÷àåò, ÷òî íîâûé
íàáîð x1 = (x1

1, x
1
2) = (x0

1 + ∆x1, x
0
2 + ∆x2) èìååò òó æå öåííîñòü, ÷òî è íàáîð

x0 .

Ðèñóíîê 1

Îòíîøåíèå |∆x2/∆x1| ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî åäèíèö âòîðîãî òîâàðà äîáàâî÷íî
ìîãóò êîìïåíñèðîâàòü óìåíüøåíèå ïåðâîãî òîâàðà íà åäèíèöó.

Èç ðàâåíñòâà (10) èìååì

−dx2

dx1
=

∂u/∂x1

∂u/∂x2
.

Îòíîøåíèå M 2
1 = −dx2

dx1
íàçûâàþò ïðåäåëüíîé íîðìîé çàìåíû ïåðâîãî òîâàðà

âòîðûì.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåùåíèÿ Mk

i i−ãî òîâàðà k−òûì ðàâíà
îòíîøåíèþ ïðåäåëüíûõ ïîëåçíîñòåé ýòèõ òîâàðîâ

Mk
i = −dxk

dxi
=

∂u/∂xi

∂u/∂xk
. (11)

Ýëàñòè÷íîñòüþ (èëè êîýôôèöèåíòîì) çàìåùåíèÿ Ek
i òîâàðà xi òîâàðîì xk

íàçûâàþò âåëè÷èíó
Ek

i = lim
∆xi→0

(
−∆xk/xk

∆xi/xi

)
,

èëè
Ek

i =
Mk

i

xk/xi
. (12)
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Òàêèì îáðàçîì, 1% óìåíüøåíèÿ òîâàðà xi êîìïåíñèðóåòñÿ óâåëè÷åíèåì íà
Ek

i ïðîöåíòîâ òîâàðà xk.
Ïðèìåð. Äëÿ ñòåïåííîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè (ñì. ï.3)

íàéòè
(à) ïðåäåëüíûå íîðìû çàìåùåíèÿ Mk

i , i, k = 1, 2;
(á) ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ Ek

i , i, k = 1, 2.
Ðåøåíèå.
(à) Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëüíîé íîðìû çàìåùåíèÿ Mk

i i-ãî òîâàðà k-ûì âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (11)

Mk
i =

∂u/∂xi

∂u/∂xk
=

(
αi

xi

n∏
j=1

x
αj

j

)
:
αk

xk

n∏
j=1

x
αj

j =
αi

αk
· xk

xi
.

(á) Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëüíîé íîðìû çàìåùåíèÿ Ek
i i-ãî òîâàðà k-ûì âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (12)

Ek
i = Mk

i :

(
xk

xi

)
=

αi

αk
· xk

xi
:

xi

xk
=

αi

αk
.

Íàëè÷èå äëÿ òîâàðà xi òîâàðîâ-çàìåíèòåëåé (íàïðèìåð, òîâàðà xk, ïî êîòî-
ðîìó ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåùåíèÿ Mk

i íå ñòîëü ìàëà) î÷åíü ñóùåñòâåííî, ïî-
ñêîëüêó ïðè ïîâûøåíèè öåíû íà íåãî ïîòðåáèòåëü óìåíüøèò åãî ïîòðåáëåíèå è
óâåëè÷èò ïîòðåáëåíèå òîâàðîâ-çàìåíèòåëåé. Íàïðèìåð, õîðîøèì çàìåíèòåëåì
êîôå ÿâëÿåòñÿ ÷àé èëè êàêàî. Â òî âðåìÿ êàê íà áåíçèí õîðîøèõ çàìåíèòåëåé
íåò.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Ñôîðìóëèðîâàòü àêñèîìû ñëàáîãî ïðåäïî÷òåíèÿ. Ïóñòü Ix - ìíîæåñòâî

áåçðàçëè÷èÿ, y ∈ Ix. Ïîêàæèòå, ÷òî Ix = Iy è x ∼ y .

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Ïðèâåñòè ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ ñâîéñòâ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ýòèõ ñâîéñòâ
äëÿ ôóíêöèè u(x) = p x = p1x1 + p2x2 + · · ·+ pnxn. Íàéòè íîðìû çàìåùåíèÿ è
ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ.

3. ×òî îçíà÷àåò òåðìèí "ëèíèè áåçðàçëè÷èÿ"? Ïîñòðîèòü êàðòó ïðåäïî÷òå-
íèé äëÿ ôóíêöèè u(x) = min{2x1, x2}. Íàéòè ïðåäåëüíûå ïîëåçíîñòè è íîðìû
çàìåùåíèÿ â òî÷êàõ (1;5), (3;2), (1;2).
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Ëåêöèÿ 3
Ìîäåëü ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ

Ïîòðåáèòåëü, èìåÿ íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé äîõîä b, æåëàåò åãî ïîòðàòèòü
è, åñòåñòâåííî, ñ ìàêñèìàëüíîé ïîëüçîé ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî ïðåäïî÷òåíèé (èëè
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè).

Çàäà÷à ðàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ (èëè çàäà÷à ïîòðåáèòåëü-
ñêîãî âûáîðà) çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå òàêîãî íàáîðà x∗ èç áþäæåòíîãî ìíîæåñòâà
Bp,b, ÷òî

x∗ º x, ∀ x ∈ Bp,b,

èëè â îòûñêàíèè òàêîãî íàáîðà òîâàðîâ x∗, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè
äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ íà áþäæåòíîì ìíîæåñòâå Bp,b, òî åñòü

x∗ 7→ max
x∈Bp,b

u(x). (1)

Íàáîð x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n), êîòîðûé äàåò ìàêñèìóì ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ïðè

çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ, íàçûâàþò ëîêàëüíûì ðûíî÷íûì ðàâíîâåñèåì ïîòðå-
áèòåëÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè u(x) ïîòðåáèòåëÿ íåïðåðûâíà,
òî ðåøåíèå x∗ çàäà÷è ðàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ (1) ñóùåñòâóåò è
ëåæèò íà ãðàíèöå áþäæåòíîãî ìíîæåñòâà Ip,b, ãäå

Ip,b = {x ∈ M |p x = b} . (2)

Ìíîæåñòâî Ip,b íàçûâàþò áþäæåòíîé ëèíèåé.
. Äîêàçàòåëüñòâî.
Áþäæåòíîå ìíîæåñòâî Bp,b îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî (ñì. óòâåðæäåíèå 2 ëåê-

öèè 1), ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè u(x) íåïðåðûâíà, ïîýòîìó è â ñèëó òåîðåìû Âåé-
åðøòðàññà ôóíêöèÿ u(x) äîñòèãàåò íà ìíîæåñòâå Bp,b ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà-
÷åíèÿ, ïîýòîìó ðåøåíèå x∗ çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò.

Ïîêàæåì, ÷òî x∗ ∈ Ip,b. Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî x∗ /∈ Ip,b, íî x∗ ∈ Bp,b,

ïîýòîìó p x∗ < b, à, çíà÷èò, ïîòðåáèòåëü èìååò íåèñïîëüçîâàííîå êîëè÷åñòâî
äåíåã b − p x è ìîæåò ïðèîáðåñòè íà íèõ äîïîëíèòåëüíûé íàáîð òîâàðîâ y, à
â ïðåäïîëîæåíèè áåçãðàíè÷íîé äåëèìîñòè òîâàðîâ èìååì y > 0. Ðàññìîòðèì
íàáîð z = x∗+ y . Òàê êàê p y ≤ b, òî y ∈ Bp,b, ïðè÷åì â ñèëó àêñèîìû íåíàñû-
ùåíèÿ u(y) > u(x∗), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè òî÷êè x∗ . J
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Ðèñóíîê 2

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) íàçûâàþò ñòðîãî âûïóêëîé, åñëè
u(λ x +(1− λ) y) > λu(x) + (1− λ)u(y), 0 < λ < 1.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè ôóíêöèÿ u(x) ñòðîãî âûïóêëàÿ, òî ðåøåíèå çàäà÷è
(1) åäèíñòâåííî.

. Äîêàçàòåëüñòâî.
Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî ñóùåñòâóþò äâà îïòèìàëüíûõ íàáîðà x, y ∈

Bp,b, ïðè÷åì u(x) = u(y), òî åñòü îáà íàáîðà ïðèíàäëåæàò îäíîé êðèâîé áåç-
ðàçëè÷èÿ. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 èìååì ðàâåíñòâî p x = p y = b. Ïóñòü íàáîð
z = 1

2 x +1
2
y, òîãäà p z = p(1

2 x +1
2
y) = b, òî åñòü íàáîð z òàêæå ïðèíàäëå-

æèò ìíîæåñòâó Ip,b. Â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè èìååì
u(z) > 1

2u(x) + 1
2u(y) = u(x) = u(y), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá îïòè-

ìàëüíîñòè òî÷åê x, y . J
Èòàê, åñëè ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè íåïðåðûâíà è ñòðîãî âûïóêëà, òî çàäà÷à ïî-

òðåáèòåëüñêîãî âûáîðà ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíê-
öèè ïîëåçíîñòè

u(x) 7→ max
p x=b

. (3)

3.2. Ðåøåíèå çàäà÷è ïîòðåáèòåëüñêîãî âûáîðà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (3) ðàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ, êîòîðûé èìå-
åò äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè u(x). Äëÿ åå ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ëàãðàíæà èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè íà
óñëîâíûé ýêñòðåìóì.

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x1, x2, . . . , xn, λ) = u(x1, x2, . . . , xn)− λ(p1x1 + p2x2 + · · ·+ pnxn − b).
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Âîñïîëüçóåìñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ: åñëè (x∗, λ∗) - îïòèìàëüíàÿ òî÷êà, òî â íåé âñå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè L ðàâíû íóëþ. Äàëåå, íå îãîâàðèâàÿ ýòî îñîáî, ñ öåëüþ
óïðîùåíèÿ çàïèñè òî÷êó (x∗, λ∗) áóäåì îïóñêàòü. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè L è ïðèðàâíÿåì èõ íóëþ

∂L
∂xi

=
∂u

∂xi
− λpi = 0, i = 1, 2, . . . , n,

∂L
∂λ

=
n∑

i=1

pixi − b = 0.

(4)

Ïîëó÷èëè ñèñòåìó (n + 1) óðàâíåíèé ñ (n + 1) íåèçâåñòíûìè. Èñêëþ÷àÿ
íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð λ èç ïåðâûõ n óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

∂u

∂xi
(x∗) :

∂u

∂xj
(x∗) = pi : pj, i, j = 1, 2, . . . , n. (5)

Ñîîòíîøåíèå (5) íàçûâàþò çàêîíîì Äæåâîíñà. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî ïîòðåáèòåëü,
ñòðåìÿñü ìàêñèìèçèðîâàòü ïîëåçíîñòü äîñòóïíûõ åìó íàáîðîâ òîâàðîâ, ïðèîá-
ðåòàåò òàêîé íàáîð, äëÿ êîòîðîãî îòíîøåíèå ïðåäåëüíûõ ïîëåçíîñòåé îòäåëü-
íûõ òîâàðîâ ïðîïîðöèîíàëüíî îòíîøåíèþ èõ ðûíî÷íûõ öåí.

Òàê êàê îòíîøåíèå (∂u/∂xi) : (∂u/∂xj) åñòü ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåíû i−òîãî
òîâàðà j−ì â òî÷êå ëîêàëüíîãî ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ ïîòðåáèòåëÿ x∗, òî èç (5)
ñëåäóåò, ÷òî ýòà ïðåäåëüíàÿ íîðìà çàìåùåíèÿ ðàâíà îòíîøåíèþ ðûíî÷íûõ öåí
íà ýòè ïðîäóêòû.

M j
i =

(
∂u

∂xi
(x∗)

)
:

(
∂u

∂xj
(x∗)

)
= pi : pj, i, j = 1, 2, . . . , n.

Îïòèìàëüíûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ∗, ðàâíûé îòíîøåíèþ ïðåäåëüíîé ïî-
ëåçíîñòè ê öåíå

λ∗ =

(
∂u

∂xi
(x∗)

)
:

(
1

pi

)
,

èçìåðÿåòñÿ â ïîëåçíîñòè åäèíèöû òîâàðà i, äåëåííîé íà êîëè÷åñòâî äåíåæíûõ
åäèíèö íà åäèíèöó òîâàðà i, ÷òî îçíà÷àåò ïîëåçíîñòü òîâàðà íà îäíó äåíåæíóþ
åäèíèöó (íàïðèìåð, äîëëàð, ðóáëü). Ïîýòîìó ìíîæèòåëü λ∗ ñëåäóåò èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê ïðåäåëüíóþ ïîëåçíîñòü äîáàâî÷íîãî äîõîäà

λ∗ =
∂u

∂b
(x∗), (6)

êîòîðóþ íàçûâàþò ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòüþ äåíåã.
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Ãåîìåòðè÷åñêè ðåøåíèå x∗ = (x∗1, x
∗
2)

çàäà÷è ðàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïî-
òðåáèòåëÿ â ñëó÷àå äâóõ òîâàðîâ
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òî÷êó
êàñàíèÿ ëèíèè áåçðàçëè÷èÿ ôóíê-
öèè ïîëåçíîñòè u(x1, x2) ñ áþäæåò-
íîé ëèíèåé p1x1 + p2x2 = b, òàê êàê
êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ â
îïòèìàëüíîé òî÷êå èìååò, ñîãëàñíî
çàêîíó Äæåâîíñà, òîò æå óãîë íà-
êëîíà α, ÷òî è áþäæåòíàÿ ëèíèÿ

tg α = − ∂u

∂x1
(x∗1, x

∗
2) :

∂u

∂x2
(x∗1, x

∗
2) = −p1

p2
.

Ðèñóíîê 3

Â ïðåäïîëîæåíèè îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû Ãåññå äëÿ ôóíê-
öèè ïîëåçíîñòè óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ äàííîé çàäà÷è âûïîëíÿþòñÿ. Ïî-
ýòîìó óñëîâèÿ 




∂u

∂xi
− λpi = 0, i = 1, 2, . . . , n,

p1x1 + p2x2 + · · ·+ pnxn = b
(7)

ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè.

3.3. Ôóíêöèè ñïðîñà

Èç óðàâíåíèÿ (7) ñîãëàñíî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé ôóíêöèè íåèç-
âåñòíûå x∗1, x

∗
2, . . . , x∗n, λ

∗ ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ p1, p2, . . . ,
pn, b, åñëè ìàòðèöà ßêîáè ñèñòåìû (7) èìååò íåíóëåâîé îïðåäåëèòåëü.

Ìàòðèöà ßêîáè äëÿ ñèñòåìû (7) � ýòî ìàòðèöà âèäà

J =




∂2u

∂x2
1
(x)

∂2u

∂x1∂x2
(x) . . .

∂2u

∂x1∂xn
(x) −p1

∂2u

∂x2∂x1
(x)

∂2u

∂x2
2
(x) . . .

∂2u

∂x2∂xn
(x) −p2

. . .

∂2u

∂xn∂x1
(x)

∂2u

∂xn∂x2
(x) . . .

∂2u

∂x2
n

(x) −pn

p1 p2 . . . pn 0




=




U − p′

p 0
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Çäåñü ÷åðåç U îáîçíà÷åíà ìàòðèöà Ãåññå äëÿ ôóíêöèè u(x), ÷åðåç p � âåêòîð-
ñòðîêà öåí, p′ � âåêòîð-ñòîëáåö öåí.

Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà J èìååò îáðàòíóþ, à çíà÷èò åå îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí
îò íóëÿ. Ìàòðèöà Ãåññå U îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, è ïîòîìó èìååò íåíóëåâîé
îïðåäåëèòåëü, ìàòðèöà J èìååò áëî÷íûé âèä, ïîýòîìó îáðàòíóþ ìàòðèöó J−1

áóäåì èñêàòü â âèäå

J−1 =




V q′

− q µ


 .

Çäåñü ÷åðåç V îáîçíà÷åíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n×n, ÷åðåç q = (q1, q2,

. . . , qn) - âåêòîð, ÷åðåç µ -ñêàëÿð.
Íàéäåì V, q, µ èç óñëîâèÿ JJ−1 = In+1, ãäå In+1 - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïî-

ðÿäêà (n+1)× (n+1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç In - åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n×n,

θn = (0, 0, . . . , 0) - íóëåâîé n-ìåðíûé âåêòîð, òîãäà

JJ−1 =




U − p′

p 0







V q′

− q µ


 =




In θ′n

θn 1


 .

Ýòî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå




UV + p′ q = In,

U q′− p′ µ = θ′n,
p V = θn,
p q′ = 1,

èç êîòîðîé íàõîäèì 



V = U−1(In − p′ q),
q = µ p U−1,
µ = 1/(p U−1 p′),

(8)

ãäå ÷åðåç U−1 îáîçíà÷åíà ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ìàòðèöå Ãåññå U. Òàêèì îáðàçîì,
ìàòðèöà ßêîáè äëÿ ñèñòåìû (7) èìååò íåíóëåâîé îïðåäåëèòåëü, ïîýòîìó ðåøå-
íèå çàäà÷è ïîòðåáèòåëüñêîãî âûáîðà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â âèäå ôóíêöèé åå
ïàðàìåòðîâ {

x∗ = x∗(p, b),
λ∗ = λ∗(p, b),

(9)

êîòîðûå, â ñèëó òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé ôóíêöèè, èìåþò íåïðåðûâ-
íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ôóíêöèè x∗(p, B) íàçûâàþò ôóíêöèÿìè ñïðîñà íà êàæäûé ïðîäóêò, îíè õà-
ðàêòåðèçóþò êîëè÷åñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïðîñà êàê ôóíêöèþ îò öåí íà âñå òî-
âàðû è äîõîäà x∗i = x∗i (p1, p2, . . . , pn, b), i = 1, 2, . . . , n.
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Îòìåòèì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ôóíêöèé ñïðîñà � îäíîðîäíîñòü íóëåâîé ñòå-
ïåíè îòíîñèòåëüíî âñåõ öåí è äîõîäà. Ïîñêîëüêó ïðîïîðöèîíàëüíîå èçìåíåíèå
âñåõ öåí è äîõîäà íå âëèÿåò íà áþäæåòíîå ìíîæåñòâî è çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîëåç-
íîñòè, ïîýòîìó óäîáíî âûáðàòü öåíó íà êàêîé-íèáóäü òîâàð (èëè äîõîä), íàïðè-
ìåð, p1 çà åäèíèöó ñ÷åòà è ââåñòè êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè α = 1/p1

è ðàññìàòðèâàòü çàâèñèìîñòü ñïðîñà x∗i = x∗i (1, p2/p1, . . . , pn/p1, b/p1), i =
1, 2, . . . , n îò îòíîñèòåëüíûõ öåí p2/p1, . . . , pn/p1 è ðåàëüíîãî äîõîäà b/p1.

Â êà÷åñòâå α èíîãäà óäîáíî âûáèðàòü âåëè÷èíó, ðàâíóþ 1/
n∑

i=1
pi.

Ïðèìåð. Íàéòè ôóíêöèè ñïðîñà íà òîâàðû x1, x2, åñëè ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè
ïîòðåáèòåëÿ u(x1, x2) = x1x2, âåêòîð öåí (p = p1, p2), à äîõîä ðàâåí b åäèíèö.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì Äæåâîíñà è áþäæåòíûì ðàâåíñòâîì (7),
ïîëó÷èì {

x2 : x1 = p1 : p2,
p1x1 + p2x = b,

îòêóäà
{

x2p2 = x1p1,
p1x1 = p2x = b/2.

Èç ïåðâîé ñòðîêè ñèñòåìû ïîëó÷àåì, ÷òî êîëè÷åñòâî äåíåã, çàòðà÷èâàåìûõ íà
îáà áëàãà, äîëæíî áûòü îäèíàêîâî.

Íàéäåì ôóíêöèè ñïðîñà

x1(p1, b) =
b

2p1
, x1(p2, b) =

b

2p2
.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñõîä íà êàæäîå áëàãî ñîñòàâëÿåò ïîëîâèíó îáùåãî äîõîäà
ïîòðåáèòåëÿ. Ôóíêöèè ñïðîñà íà êàæäûé ïðîäóêò â äàííîì ïðèìåðå íå çàâèñÿò
îò öåí íà äðóãîé ïðîäóêò.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. ×òî îçíà÷àþò òåðìèíû "áþäæåòíîå ìíîæåñòâî", "êàðòà ïðåäïî÷òåíèé",

"ëîêàëüíîå ðûíî÷íîå ðàâíîâåñèå ïîòðåáèòåëÿ"? Íàéòè òî÷êó ëîêàëüíîãî ðû-
íî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ â çàäà÷å √x1x2 7→ max

x1+2x2=6
.

2. Äàòü îïðåäåëåíèå ôóíêöèé ñïðîñà. Íàéòè ôóíêöèè ñïðîñà â çàäà÷å ïî-
òðåáèòåëüñêîãî âûáîðà √x1x2 7→ max

p1x1+p2x2=b
.

3. Ðàññìîòðèì àääèòèâíóþ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè, òî åñòü ôóíêöèþ âèäà
u(x1, x2) = u1(x1) + u2(x2). Íàéòè ñïðîñ íà êàæäûé òîâàð.

4. Äîêàæèòå, ÷òî â òî÷êå ëîêàëüíîãî ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ áþäæåòíîå îãðà-
íè÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî.

5. Ïðèâåäèòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîòðåáèòåëü-
ñêîãî âûáîðà.
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Ëåêöèÿ 4
Çàäà÷à ïîòðåáèòåëüñêîãî âûáîðà äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ïîëåç-

íîñòè

4.1. Ìîäåëü Ñòîóíà

Ïóñòü ai � ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî i−ãî áëàãà, êîòîðîå ïðèîá-
ðåòàåòñÿ ïîòðåáèòåëåì è íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì âûáîðà. Ïîýòîìó ïðè çàäàí-
íûõ öåíàõ p = (p1, p2, . . . , pn) äîõîä b äîëæåí áûòü áîëüøå êîëè÷åñòâà äåíåã
b0 =

n∑
i=1

piai, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïðèîáðåòåíèÿ ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîãî íàáîðà
a = (a1, a2, . . . , an).

Ïóñòü ÷èñëà αi > 0 õàðàêòåðèçóþò öåííîñòü i−ãî áëàãà äëÿ ïîòðåáèòåëÿ.
Òîãäà ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

u(x) =
n∏

i=1

(xi − ai)
αi , ai, αi > 0, i = 1, . . . , n. (1)

Çàäà÷ó ïîòðåáèòåëüñêîãî âûáîðà äëÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè (1), òî åñòü

u(x) =
n∏

i=1

(xi − ai)
αi 7→ max

p x=b
, (2)

íàçûâàþò ìîäåëüþ Ñòîóíà.
Íàéäåì ôóíêöèè ñïðîñà äëÿ ìîäåëè Ñòîóíà. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u(x)

∂u

∂xj
=

αj

xj − aj

n∏

i=1

(xi − ai)
αi =

αj

xj − aj
· u(x).

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (7) èç ï.2 ëåêöèè 3, ïîëó÷èì ñèñòåìó
{ αj

xj − aj
· u(x)− λpj = 0, j = 1, 2, . . . , n,

p1x1 + p2x2 + · · ·+ pnxn = b.
(3)

Ñèñòåìà (3) îïðåäåëÿåò ôóíêöèè ñïðîñà xj êàê ôóíêöèè öåí pi è äîõîäà b.

Âûðàçèì èç ïåðâûõ n óðàâíåíèé ñèñòåìû (3) ôóíêöèè xj, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

xj = aj +
αj

pj
· u(x)

λ
, j = 1, 2, . . . , n. (4)
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Óìíîæèâ êàæäîå èç ðàâåíñòâ (4) íà λpj è ïðîñóììèðîâàâ èõ ïî j = 1, 2, . . . , n,

ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

λ
n∑

j=1

pjxj − λ
n∑

j=1

pjaj − u(x)
n∑

j=1

αj = 0,

èç êîòîðîãî, ñ ó÷åòîì áþäæåòíîãî îãðàíè÷åíèÿ
n∑

j=1
pjxj = b, ïðèõîäèì ê ñîîò-

íîøåíèþ

u(x)

λ
=

b−
n∑

j=1
pjaj

n∑
j=1

αj

. (5)

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå â (5) ñîîòíîøåíèå äëÿ u(x)

λ
â ôóíêöèè ñïðîñà (4),

òîãäà ôóíêöèè ñïðîñà â ìîäåëè Ñòîóíà ïðèìóò âèä

xj = aj +

αj ·
(

b−
n∑

i=1
piai

)

pj ·
n∑

i=1
αi

, j = 1, 2, . . . , n. (6)

Ôóíêöèè ñïðîñà â ìîäåëè Ñòîóíà èìåþò ñëåäóþùóþ ýêîíîìè÷åñêó èíòåð-
ïðåòàöèþ. Âíà÷àëå ïðèîáðåòàåòñÿ ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî êàæäî-
ãî áëàãà aj, çàòåì îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîõîäà, òî åñòü b0 = b −

n∑
i=1

piai, ðàñïðå-

äåëÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî "êîýôôèöèåíòàì öåííîñòè"j−ãî òîâàðà αj/
n∑

i=1
αi.

Ðàçäåëèâ îñòàâøååñÿ êîëè÷åñòâî äåíåã íà åãî öåíó ñ ó÷åòîì "êîýôôèöèåíòàì
öåííîñòè"j−ãî òîâàðà, ïîëó÷èì äîïîëíèòåëüíîå êîëè÷åñòâî j−ãî áëàãà, ïðè-
îáðåòàåìîå ñâåðõ íåîáõîäèìîãî ìèíèìóìà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå òî-
âàðû èìåþò ðàâíóþ öåííîñòü äëÿ ïîòðåáèòåëÿ, òî åñòü αi = αj, äëÿ âñåõ
i, j = 1, 2, . . . , n, ai = 0, òî ôóíêöèè ñïðîñà áóäóò èìåòü âèä

xi(p, b) =
b

npi
. (7)

Âû÷èñëèì ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà íà i−òûé òîâàð ïî öåíå j−òîãî òîâàðà

Ej
i =

∂xi

∂pj
:
xi

pj
=

{
0, i = j,

−1, i = j,

òî åñòü ñïðîñ íà i−òîå áëàãî ïàäàåò ñ ðîñòîì öåíû íà íåãî ñ ýëàñòè÷íîñòüþ,
ðàâíîé -1 è íå çàâèñèò îò ðîñòà öåí íà äðóãèå òîâàðû.
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Âû÷èñëèì ýëàñòè÷íîñòü ñïðîñà íà i−òûé òîâàð ïî äîõîäó

Ej
i =

∂xi

∂b
:
xi

b
=

1

npi
:

b

b · npi
= 1,

òî åñòü ñïðîñ íà i−òûé òîâàð ñ óâåëè÷åíèåì äîõîäà ðàñòåò ñ ýëàñòè÷íîñòüþ,
ðàâíîé 1.

4.2. Ôóíêöèè Òîðíêâèñòà

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå äâóõ òîâàðîâ ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ïîòðåáèòåëü-
ñêîãî âûáîðà

u(x1, x2) = xα
1xβ−α

2 (x1 + β − α)−β 7→ max
p1x1+p2x2=b

, (10)

ãäå α, β -íåêîòîðûå ïàðàìåòðû.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé ñïðîñà âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì Äæåâîíñà è áþä-

æåòíûì îãðàíè÷åíèåì, ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé




1

p1
· ∂u(x1, x2)

∂x1
=

1

p2
· ∂u(x1, x2)

∂x2
,

p1x1 + p2x2 = b.
(11)

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, îïðåäåëåííîé â (10),
∂u(x1, x2)

∂x1
=

(
α

x1
− β

x1 + β − α

)
u(x);

∂u(x1, x2)

∂x2
=

β − α

x2
u(x)

è ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (11), à èç âòî-
ðîãî óðàâíåíèÿ âûðàçèì ñíà÷àëà x1 ÷åðåç x2, ïðèäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

(I)





1

p1
·
(

α

x1
− β

x1 + β − α

)
=

1

p2
· β − α

x2
,

x2 =
1

p2
· (b− p1x1) ,

ðåøèâ êîòîðóþ, ïîëó÷èì ôóíêöèþ ñïðîñà íà ïåðâûé òîâàð

x1(p1, b) =
αb

b + βp1
. (12)

Åñëè ñ÷èòàòü öåíû ôèêñèðîâàííûìè (â îáùåì ñëó÷àå ïàðàìåòðû α, β ìîãóò
çàâèñåòü îò öåí), òî ãðàôèêîì çàâèñèìîñòè ñïðîñà îò äîõîäà áóäåò ÷àñòü âåòâè
(ïðè b ≥ 0) ãèïåðáîëû x1 = α − αβp1

b + βp1
, èìåþùåé ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó

x1 = α.
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Ðèñóíîê 4

Åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü
çàâèñèìîñòü (12) êàê ñïðîñ íà
"òîâàðû ïåðâîé íåîáõîäèìîñòè",
íàïðèìåð, äåøåâûå ïðîäóêòû
ïèòàíèÿ, ñïðîñ íà êîòîðûå ðàñòåò
ñ ðîñòîì äîõîäà è íå çàâèñèò îò
öåí íà äðóãèå òîâàðû.

Òåïåðü âûðàçèì âî âòîðîì óðàâíåíèè ñèñòåìû (11) x2 ÷åðåç x1, ïîëó÷èì
ñèñòåìó

(II)





1

p1
·
(

α

x1
− β

x1 + β − α

)
=

1

p2
· β − α

x2
,

x1 =
1

p1
· (b− p2x2) ,

èç êîòîðîé íàõîäèì ôóíêöèþ ñïðîñà íà âòîðîé òîâàð

x2(p1, p2, b) =
b (b + p1(β − α))

p2 (b + p1 β)
. (13)

Áóäåì, êàê è âûøå, ñ÷èòàòü öåíû ôèêñèðîâàííûìè. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ
ñïðîñà ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, åñòåñòâåííî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ñïðîñà íà âòîðîé òîâàð áóäåò èìåòü âèä

x2(p1, p2, b) =





0, 0 ≤ b ≤ p1(α− β),

b (b + p1(β − α))

p2 (b + p1 β)
, p1(α− β) < b.

(14)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî åñëè äîõîä b ìåíüøå íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé
âåëè÷èíû, ïðîïîðöèîíàëüíîé öåíå íà òîâàð ïåðâîé íåîáõîäèìîñòè, òî âòîðîé
òîâàð íå ïðèîáðåòàåòñÿ. Ïîýòîìó ñïðîñ íà òàêîé òîâàð èíòåðïðåòèðóþò êàê
ñïðîñ íà ïðåäìåòû ðîñêîøè.

Òàê êàê ïðåäåë ôóíêöèè

y(b) = b · b + γ1

γ2(b + γ3)
,

ãäå γ1 = p1(β − α), γ2 = p2, γ3 = p1β, ðàâåí +∞ ïðè b → +∞, òî îíà èìååò
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íàêëîííóþ àñèìïòîòó, óðàâíåíèå êîòîðîé y = kb + m, ãäå

k = lim
b→+∞

y(b)

b
= lim

b→+∞
b + γ1

γ2(b + γ3)
=

1

γ2
> 5;

m = lim
b→+∞

[y(b)− kb] = lim
b→+∞

[
b · b + γ1

γ2(b + γ3)
− 1

γ2
· b

]
=

= lim
b→+∞

b

γ2
·
[

b + γ1

γ2(b + γ2)
− 1

]
= lim

b→+∞

[
γ1 − γ3

γ2
· b

b + γ3

]
=

γ1 − γ3

γ2
< 0,

òàê êàê γ1 − γ3

γ2
=

p1β − p1α− p1 β

p2
= −p1

p2
< 0.

Ðèñóíîê 5

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå àñèì-
ïòîòû ê ãðàôèêó ôóíêöèè x2(b)

èìååò âèä x(b) =
1

p2
b− p1

p2
α.

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè (14) ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñóíêå.
Ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå ñïðîñ
íà òîâàðû ïåðâîé íåîáõîäèìîñòè
(12) è ïðåäìåòû ðîñêîøè (14) íà-
çûâàþò ôóíêöèÿìè Òîðíêâèñòà.

4.3. Çàäà÷à ïîòðåáëåíèÿ ñ ëèíåéíî îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè

Ïóñòü ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè u(x) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëèíåéíîé îäíîðîäíîñòè,
òî åñòü

u(tx) = tu(x) ∀t > 0. (8)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî (8) ïî t â òî÷êå t = 1, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
Ýéëåðà

n∑
i=1

∂u(x)

∂xi
xi = u(x). (9)

Ëèíåéíî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé, åå
ìàòðèöà Ãåññå âûðîæäåíà. Èññëåäîâàíèå çàäà÷è ïîòðåáëåíèÿ äëÿ ëèíåéíî îä-
íîðîäíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ïðîâîäèòñÿ ìåòîäàìè âûïóêëîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ è àêòóàëüíî äëÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè ñïðîñà. Ñâîéñòâî ëèíåéíîé îäíî-
ðîäíîñòè (8) îáåñïå÷èâàåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè
ìàñøòàáó ïîòðåáëåíèÿ, è ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü åãî ñêàëÿðíûì èçìåðèòåëåì
êîëè÷åñòâà ïîòðåáëÿåìûõ ïðîäóêòîâ x = (x1, x2, . . . , xn).
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Ëåêöèÿ 5
Óðàâíåíèå Ñëóöêîãî

5.1. Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ñïðîñà îò äîõîäà

Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîòðåáèòåëüñêîãî âûáîðà îò åå ïà-
ðàìåòðîâ ïóòåì ñðàâíåíèÿ ïîëîæåíèÿ îïòèìóìà äî è ïîñëå èçìåíåíèÿ åå ïàðà-
ìåòðîâ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (ñì. ôîðìóëó (3.7)), êîòîðàÿ íåÿâíî îïðåäå-
ëÿåò ôóíêöèè ñïðîñà x∗(p, b) è îïòèìàëüíûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ∗(p, b)





∂u

∂xi
(x∗(p, b))− piλ

∗(p, b) = 0, i = 1, 2, . . . , n,

p1x
∗
1(p, B) + p2x

∗
2(p, b) + · · ·+ pnx

∗
n(p, b) = b.

(1)

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå èçìåíåíèÿ äîõîäà íà ñïðîñ, äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöè-
ðóåì êàæäîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû ïî ïàðàìåòðó b, ïîëó÷èì ñèñòåìó





n∑
j=1

∂2u

∂xi∂xj
(x∗(p, b))

∂x∗j
∂b

(p, b)− pi
∂λ∗

∂b
(p, b) = 0, i = 1, 2, . . . , n,

n∑
j=1

pj

∂x∗j
∂b

= 1.

(2)

Ïåðåïèøåì ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ
∂x∗j
∂b

,
∂λ∗

∂b
â ìàò-

ðè÷íîì âèäå, èñïîëüçóÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ (ñì. ï.3 â ëåêöèè 3),




U
∂ x∗

∂b
− p′ ∂λ∗

∂b
= 0,

p
∂ x∗

∂b
= 1.

(3)

Ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû åñòü ìàòðèöà J, îáðàòíàÿ åé ìàòðèöà J−1 ñóùåñòâóåò
(ñì. ï.3 â ëåêöèè 3), ïîýòîìó ðåøåíèå ñèñòåìû (3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå





∂ x∗

∂b
(p, b) = µU−1 p′,

∂λ∗

∂b
(p, b) = µ.

(4)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñïðîñà x íà âñå òîâàðû ê èçìå-
íåíèþ áþäæåòà b. Âòîðîå ðàâåíñòâî, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà
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èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðåäåëüíàÿ ïîëåçíîñòü äåíåã è ðàâåí du/db (ñì. ôîðìó-
ëó (3.6)) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ïàðàìåòð µ êàê ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïðåäåëüíîé
ïîëåçíîñòè äåíåã.

µ =
∂λ∗

∂b
=

∂

∂b

(
∂u

∂b

)
=

∂2u

∂b2 (x∗(p, b)) .

5.2. Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ñïðîñà îò öåí

Èññëåäóåì âëèÿíèå èçìåíåíèÿ öåíû k-òîãî òîâàðà íà ñïðîñ, äëÿ ýòîãî ïðî-
äèôôåðåíöèðóåì êàæäîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (1) ïî ïàðàìåòðó pk, ïîëó÷èì
ñèñòåìó





n∑
j=1

∂2u

∂xi∂xj
(x∗(p, b))

∂x∗j
∂pk

(p, b)− pi
∂λ∗

∂pk
(p, b) = λ∗(p, b)δik, i = 1, 2, . . . , n,

n∑
j=1

pj

∂x∗j
∂pk

= −x∗k(p, b),

(5)

çäåñü ÷åðåç δik îáîçíà÷åí ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (3) â ìàòðè÷íîì âèäå, èñïîëüçóÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ,





U
∂ x∗

∂ p
− p′ ∂λ∗

∂ p
= λ∗In,

p
∂ x∗

∂ p
= − x(p, b).

(6)

Èñïîëüçóÿ îáðàòíóþ ìàòðèöó J−1, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì
ðåøåíèå ñèñòåìû â âèäå

∂ x∗

∂ p
= λ∗U−1 [

In − µ p′ p U−1]− µU−1p′ x∗, (7)

òî åñòü ìàòðèöó
{

∂x∗i (p, b)

∂pk

}n

i,k=1
, îïðåäåëÿþùóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñïðîñà íà

êàæäûé òîâàð xi(p, b) ê öåíàì âñåõ òîâàðîâ pk.

5.3. Èçìåíåíèå ñïðîñà ïðè èçìåíåíèè öåíû ñ êîìïåíñàöèåé

Äëÿ ýêîíîìè÷åñêîãî àíàëèçà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òàêîé ðåæèì èçìåíåíèÿ
öåí, ïðè êîòîðîì îäíîâðåìåííî ìåíÿåòñÿ áþäæåò ïîòðåáèòåëÿ òàê, ÷òî óðîâåíü
ïîòðåáëåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ (íå ìåíÿåòñÿ ïîëåçíîñòü), òî åñòü ïðîèñõîäèò êîìïåí-
ñèðîâàííîå èçìåíåíèå öåí. Ïðè ýòîì áþäæåò b(p), îïðåäåëÿåìûé ïîñòîÿíñòâîì
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äîñòèæèìîãî óðîâíÿ ïîòðåáëåíèÿ, íàçûâàþò êîìïåíñèðóþùèì áþäæåòîì, à
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñïðîñ êîìïåíñèðîâàííûì ñïðîñîì.

Ïîñêîëüêó ïîëåçíîñòü ïðè êîìïåíñèðîâàííîì èçìåíåíèè öåí îñòàåòñÿ íåèç-
ìåííîé, òî
du(x∗(p)) = 0, ïîýòîìó

n∑
i=1

∂u(x∗(p))

∂xi
· ∂x∗i
∂pk

= 0. (8)

Ïàðà (x∗(p), λ∗(p)) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1), ïîýòîìó

∂u(x∗(p))

∂xi
− piλ

∗(p) = 0, i = 1, 2, . . . , n. (9)

Ïîäñòàâèì ∂u(x∗(p))

∂xi
èç (9) â óðàâíåíèå (8), ïîëó÷èì

n∑
i=1

piλ
∗(p) · ∂x∗i

∂pk
= 0. (10)

Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè λ∗(p) èç óðàâíåíèÿ (10) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî pk

n∑
i=1

pi · ∂x∗i
∂pk

= 0, (11)

íàçûâàåìîå óñëîâèåì ïîñòîÿíñòâà ïîëåçíîñòè.
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâà (9) ïî pk, (k = 1, 2, . . . , n), ïîëó÷èì

n∑
i=1

∂2u(x∗)
∂xi∂xj

∂x∗j
∂pk

− ∂λ∗

∂pk
= λ∗δik, i, k = 1, 2, . . . , n, (12)

ãäå δik− ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Óðàâíåíèÿ (11), (12) îáúåäèíÿþòñÿ â ñèñòåìó





U
∂x∗

∂ p
− p′ ∂λ∗

∂ p
= λ∗In,

p
∂x∗(p)

∂ p
= 0,

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå
(

U − p′

p 0

)
=

(
λ∗In

0

)
. (13)

Ðåøåíèå ïîñëåäíåé ñèñòåìû ìîæíî âûïèñàòü, èñïîëüçóÿ ìàòðèöó J−1, â âèäå
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[
∂x∗

∂ p

]

comp

= λU−1 (
In − µ p′ p U−1) . (14)

Çäåñü
[
∂x∗

∂ p

]

comp

õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå ñïðîñà, åñëè óâåëè÷åíèå öåíû k-

òîãî òîâàðà íà dpk êîìïåíñèðóåòñÿ óâåëè÷åíèåì äîõîäà íà db = x∗kdpk.

5.4. Óðàâíåíèå Ñëóöêîãî

Äëÿ ýêîíîìè÷åñêîãî àíàëèçà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òàêîé ðåæèì èçìåíåíèÿ
öåí, ïðè êîòîðîì îäíîâðåìåííî ìåíÿåòñÿ áþäæåò ïîòðåáèòåëÿ òàê, ÷òî óðîâåíü
ïîòðåáëåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ (íå ìåíÿåòñÿ ïîëåçíîñòü), òî åñòü ïðîèñõîäèò êîìïåí-
ñèðîâàííîå èçìåíåíèå öåí. Ïðè ýòîì áþäæåò b(p), îïðåäåëÿåìûé ïîñòîÿíñòâîì
äîñòèæèìîãî óðîâíÿ ïîòðåáëåíèÿ, íàçûâàþò êîìïåíñèðóþùèì áþäæåòîì, à
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñïðîñ êîìïåíñèðîâàííûì ñïðîñîì.

Ïîñêîëüêó ïîëåçíîñòü ïðè êîìïåíñèðîâàííîì èçìåíåíèè öåí îñòàåòñÿ íåèç-
ìåííîé, òî
du(x∗(p)) = 0, ïîýòîìó

n∑
i=1

∂u(x∗(p))

∂xi
· ∂x∗i
∂pk

= 0. (8)

Ïàðà (x∗(p), λ∗(p)) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1), ïîýòîìó

∂u(x∗(p))

∂xi
− piλ

∗(p) = 0, i = 1, 2, . . . , n. (9)

Ïîäñòàâèì ∂u(x∗(p))

∂xi
èç (9) â óðàâíåíèå (8), ïîëó÷èì

n∑
i=1

piλ
∗(p) · ∂x∗i

∂pk
= 0. (10)

Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè λ∗(p) èç óðàâíåíèÿ (10) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî pk

n∑

i=1

pi · ∂x∗i
∂pk

= 0, (11)

íàçûâàåìîå óñëîâèåì ïîñòîÿíñòâà ïîëåçíîñòè.
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâà (9) ïî pk, (k = 1, 2, . . . , n), ïîëó÷èì

n∑
i=1

∂2u(x∗)
∂xi∂xj

∂x∗j
∂pk

− ∂λ∗

∂pk
= λ∗δik, i, k = 1, 2, . . . , n. (12)
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Óðàâíåíèÿ (11), (12) îáúåäèíÿþòñÿ â ñèñòåìó




U
∂x∗

∂ p
− p′ ∂λ∗

∂ p
= λ∗In,

p
∂x∗(p)

∂ p
= 0,

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå
(

U − p′

p 0

)
=

(
λ∗In

0

)
. (13)

Ðåøåíèå ïîñëåäíåé ñèñòåìû ìîæíî âûïèñàòü, èñïîëüçóÿ ìàòðèöó J−1, â âèäå
[
∂x∗

∂ p

]

comp

= λU−1 (
In − µ p′ p U−1) . (14)

Çäåñü
[
∂x∗

∂ p

]

comp

õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå ñïðîñà, åñëè óâåëè÷åíèå öåíû k-

òîãî òîâàðà íà dpk êîìïåíñèðóåòñÿ óâåëè÷åíèåì äîõîäà íà db = x∗kdpk.

5.5. Òèïû òîâàðîâ

Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåìîå â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ áþä-
æåòíîãî ðàâåíñòâà

n∑
i=1

pixi = b ïî äîõîäó b,

n∑
i=1

pi
∂xi(p, b)

∂b
= 1. (16)

Â òåîðèè ïîòðåáèòåëüñêîãî ñïðîñà åãî íàçûâàþò óñëîâèåì àãðåãàöèè Ýíãå-
ëÿ 1. Ïîÿñíèì åãî ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë.

Òîâàðû, ñïðîñ íà êîòîðûå ðàñòåò ñ ðîñòîì äîõîäà ïîòðåáèòåëÿ, òî åñòü
∂xi(p, b)

∂b
> 0, íàçûâàþò öåííûìè. Òîâàðû, ñïðîñ íà êîòîðûå ïàäàåò ñ ðîñòîì

äîõîäà ïîòðåáèòåëÿ, òî åñòü ∂xi(p, b)

∂b
< 0, íàçûâàþò ìàëîöåííûìè. Ïðèìåðîì

öåííîãî òîâàðà ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ñëèâî÷íîå ìàñëî, à ìàëîöåííûì � ìàð-
ãàðèí.

Óñëîâèå àãðåãàöèè (16) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ëþáîé ñèñòåìå ïðåäïî÷òåíèé, îïðå-
äåëÿåìîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè u(x) (èëè ïðåäñòàâëÿåìûì åþ îòíîøåíèåì ïðåä-
ïî÷òåíèÿ º) îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü öåííûå òîâàðû. Ýòîò ôàêò áûë óñòà-
íîâëåí Ýíãåëåì íà îñíîâå ýìïèðè÷åñêîãî àíàëèçà.

1Ýíãåëü Ýðíñò (1821-1896) � íåìåöêèé ýêîíîìèñò, ñòàòèñòèê
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Òîâàðû, äëÿ êîòîðûõ ñïðîñ ïàäàåò ñ ðîñòîì öåíû, òî åñòü ∂xi(p, b)

∂pi
< 0, íà-

çûâàþò íîðìàëüíûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ñïðîñ íà òîâàð ïðîäîëæàåò ðàñòè ñ
ðîñòîì íà íåãî öåíû) òîâàð íàçûâàþò òîâàðîì Ãèôôèíà. Ýôôåêò Ãèôôèíà íà-
áëþäàëñÿ â êîíöå XIX âåêà â Èðëàíäèè. Â òî âðåìÿ êàðòîôåëü ñ÷èòàëñÿ îäíèì
èç îñíîâíûõ ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ. Íî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ äîõîäà ïîòðåáèòåëü
ïðåäïî÷èòàë ïîêóïàòü ìåíüøå êàðòîôåëÿ, íî áîëüøå ìÿñà. Íî ñ óâåëè÷åíèåì
öåíû íà êàðòîôåëü ðåàëüíûé äîõîä ïîíèçèëñÿ íà ñòîëüêî, ÷òî ïîòðåáèòåëè íå â
ñîñòîÿíèè áûëè ïîêóïàòü ìÿñî íà ïðåæíåì óðîâíå. Òàêèì îáðàçîì, êàðòîôåëü
ñòàë çàìåíèòåëåì ìÿñà è åãî ïîòðåáëåíèå, íåñìîòðÿ íà ïîâûøåíèå öåíû, âñå
ðàâíî óâåëè÷èëîñü.

Î÷åâèäíî, ÷òî òîâàðû Ãèôôèíà ÿâëÿþòñÿ ìàëîöåííûìè òîâàðàìè.
Ýôôåêò Ãèôôèíà ïðîÿâèëñÿ è â ñîâðåìåííîé Ðîññèè 1. Òàê, â 1990 ãîäó

îòíîøåíèå ñðåäíèõ ðûíî÷íûõ öåí íà êàðòîôåëü (0,3 ðóá/êã) è ìÿñà (5 ðóá/êã)
ñîñòàâèëî 0,06. Â èþíå 1996 ãîäà ñðåäíèå öåíû ñòàëè ñîîòâåòñòâåííî 2250 ðóá/êã
è 13750 ðóá/êã, à èõ îòíîøåíèå ñîñòàâèëî 0,16. Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíàÿ
öåíà êàðòîôåëÿ (ê ìÿñó) âûðîñëà â 2,7 ðàç. Â òî æå âðåìÿ ïîòðåáëåíèå ìÿñà çà
ýòîò ñðîê ñîêðàòèëîñü íà 20 %, à ïîòðåáëåíèå êàðòîôåëÿ âîçðîñëî íà 15 %.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Êàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåÿâíîé? Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î íåÿâ-

íîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé óðàâíåíèåì F (x1, x2) = 0; F (x1, x2, . . . , xn, y) =
0; F (x1, x2, . . . , xn; y1, . . . ym) = 0. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé íåÿâíîé
ôóíêöèè 2.

2. Íàéòè ðàçìåð êîìïåíñàöèè äëÿ çàäà÷è ïîòðåáèòåëüñêîãî âûáîðà
x1x2 7→ max

10x1+2x2≤60
, åñëè öåíà íà âòîðîé òîâàð óâåëè÷èëàñü äî 7 äåíåæíûõ åäè-

íèö, à öåíà íà ïåðâûé òîâàð íå èçìåíèëàñü.
3. Âûïèñàòü óðàâíåíèå Ñëóöêîãî äëÿ çàäà÷è ïîòðåáèòåëüñêîãî âûáîðà

xα
1xα

2 7→ max
p1x1+p2x2≤b

. ßâëÿþòñÿ ëè òîâàðû â äàííîé ìîäåëè öåííûìè?
4. Íàéòè ôóíêöèþ ñïðîñà äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè u(x) = k x . Èññëåäóéòå

ñëó÷àé, êîãäà k = p .

5. Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü òîâàðû â ìîäåëè Ñòîóíà òîâàðàìè ðîñêîøè èëè òî-
âàðàìè ïåðâîé íåîáõîäèìîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ çàâèñèìîñòè ñïðîñà íà íèõ îò
äîõîäà?

1Ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîå ïîëîæåíèå Ðîññèè (ÿíâàðü-èþíü 1996 ã.). � Ìîñêâà, Ãîñêîìñòàò ÐÔ, 1996
2Ôèõòåíãîëüö Ã.Ì. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.-Ì.:Íàóêà, 1968.
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Ëåêöèÿ 6
Ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèÿ Ñëóöêîãî

6.1. Óñëîâèå àãðåãàöèè Êóðíî

Èçó÷èì ñâîéñòâà ìàòðèöû

H = U−1 (
In − µ p′ p U−1) , p > 0, (1)

îïðåäåëÿþùåé ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ λ > 0 èçìåíåíèå êîìïåíñèðîâàííîãî
ñïðîñà ∂ x∗

∂ p
(ñì. ôîðìóëó (5.14)).

Óòâåðæäåíèå 1. Ìàòðèöà H ñèììåòðè÷íà è îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî
åñòü äëÿ ëþáîãî âåêòîðà z ∈ Rn èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

z H z′ ≤ 0, (2)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî íóëþ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåòðèâèàëüíûõ z òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà z = α p ïðè íåêîòîðîì α ∈ R .

. Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âåêòîð z ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó öåí, òî åñòü

z = α p ïðè íåêîòîðîì α 6= 0. Ïðåîáðàçóåì

z H z′ = (α p)H(α p)′ = α2 · (p U−1 p′−µ p U−1 p′ p U−1 p′).

Òàê êàê p U−1 p′ = 1/µ (ñì. ðàâåíñòâî (8) â ëåêöèè 3), òî

z H z′ = α2(p U−1 p′− p U−1 p′) = θ′,

ãäå θ′ � n−ìåðíûé íóëåâîé âåêòîð-ñòîëáåö.
2. Ïóñòü òåïåðü z 6= α p ïðè âñåõ α ∈ R . Ïðåäñòàâèì íåòðèâèàëüíûé âåêòîð

z = α p + v, ãäå íåòðèâèàëüíûé âåêòîð v è ÷èñëî α óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

v U−1 p′ = 0, (3)

èëè
(z−α p)U−1 p′ = z U−1 p′−α p U−1 p′ = 0.

Òàê êàê p U−1 p′ = 1/µ, òî α = µ z U−1 p′ .
Ðàññìîòðèì

z H z′ = v H v′ = v U−1 v′−µ v U−1 p′ p U−1 v′ .
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Çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè â ñèëó óñëîâèÿ (3) âû÷èòàåòñÿ íóëü. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà
U−1, êàê è ìàòðèöà U, îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî è v U−1 v′ < 0, îòêóäà
z H z′ < 0. J

Ñëåäñòâèå 1. ×óâñòâèòåëüíîñòü êîìïåíñèðîâàííîãî ñïðîñà íà ëþáîé ïðî-
äóêò ê ñîáñòâåííîé öåíå îòðèöàòåëüíà, òî åñòü

∂x∗i (p)

∂pi
< 0. (4)

. Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè â êà÷åñòâå z âçÿòü âåêòîð-ñòðîêó, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé íóëè, êðîìå

i−ãî, êîòîðûé ðàâåí 1, òî åñòü z = (0, 0, . . . , 1, . . . , 0), òî
z H z′ = hii < 0,

òî åñòü âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû H îòðèöàòåëüíû. J
Ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íåðàâåíñòâî (4) ñîîòâåòñòâóåò çàêîíó ñïðîñà

Êóðíî, òî åñòü ðåàêöèÿ ñïðîñà íà ëþáîé òîâàð ïðè êîìïåíñèðîâàííîì èçìåíå-
íèè öåí âñåãäà íîðìàëüíàÿ.

Óðàâíåíèå Ñëóöêîãî ñ ïîìîùüþ (4) ïîçâîëÿåò âûäåëèòü êëàññ òîâàðîâ, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ "çàêîíó ñïðîñà"è â îáùåì ñëó÷àå, áåç êîìïåíñèðóþùåãî èçìå-
íåíèÿ áþäæåòà.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ñèñòåìû

∂xi(p, b)

∂pi
=

∂x∗i (p)

∂pi
− ∂xi

∂b
xi. (5)

Òîâàð, ñïðîñ íà êîòîðûé ñ ðîñòîì öåíû ïàäàåò, íàçûâàþò íîðìàëüíûì.
Ñëåäñòâèå 2. Öåííûå òîâàðû âñåãäà íîðìàëüíûå.

Ýòî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ñëåäñòâèÿ 1 è ñèñòåìû (5).

Ñëåäñòâèå 3. Òîâàðû Ãèôôèíà ìîãóò áûòü òîëüêî ìàëîöåííûìè.

Â ñàìîì äåëå, òîâàð Ãèôôèíà õàðàêòåðèçóåòñÿ àíîìàëüíûì ñïðîñîì, òî åñòü
∂xi

∂pj
> 0, ÷åãî íå ìîæåò áûòü äëÿ öåííûõ òîâàðîâ.

6.2. Âçàèìîçàìåíÿåìîñòü áëàã

Äâà òîâàðà íàçûâàþò âçàèìîäîïîëíÿåìûìè, åñëè êîìïåíñèðîâàííûé ñïðîñ
íà îäèí òîâàð ïàäàåò ñ ðîñòîì öåíû äðóãîãî, òî åñòü

∂x∗i
∂pj

< 0.
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Äâà òîâàðà íàçûâàþò âçàèìîçàìåíÿåìûìè, åñëè êîìïåíñèðîâàííûé ñïðîñ
íà îäèí òîâàð ðàñòåò ñ ðîñòîì öåíû äðóãîãî, òî åñòü

∂x∗i
∂pj

> 0.

Óòâåðæäåíèå 2. Â ëþáîé ñèñòåìå ïðåäïî÷òåíèé äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ïîëåç-
íîñòè u(x) ñóùåñòâóþò âçàèìîçàìåíÿåìûå òîâàðû.

. Äîêàçàòåëüñòâî.
Óìíîæèì ðàâåíñòâî (5.14) íà p > 0, ïîëó÷èì

∂ x∗(p)

∂ p
p′ = λ

[
U−1 p′−µU−1 p′ p U−1 p′

]
= 0,

òàê êàê p U−1 p′ = 1/µ (ñì. ëåêöèþ 5).
Äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n èìååì

n∑
j=1

∂x∗i (p)

∂pj
pj = 0, (6)

è â ñèëó (4), íåîáõîäèìî ïðè íåêîòîðîì j 6= i áóäåò ∂x∗i (p)

∂pj
> 0, òî åñòü òîâàðû

i è j � âçàèìîçàìåíÿåìûå. J

6.3. Ñâîéñòâî ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà

Óðàâíåíèå Ñëóöêîãî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü âàæíîå ñâîéñòâî ýëàñòè÷íîñòåé
ñïðîñà íà ëþáîé òîâàð îòíîñèòåëüíî âñåõ ôàêòîðîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ýëàñòè÷íîñòüþ ñïðîñà íà òîâàð i îòíîñèòåëüíî öåíû òî-
âàðà j íàçûâàþò âåëè÷èíó

Ej
i =

∂xi(p, b)

∂pj
:
xi

pj
, (7)

ýëàñòè÷íîñòüþ ñïðîñà îòíîñèòåëüíî áþäæåòà - âåëè÷èíó

E0
i =

∂xi(p, b)

∂b
:
xi

b
. (8)

Óòâåðæäåíèå 3. Ñóììà ýëàñòè÷íîñòåé ñïðîñà íà ëþáîé òîâàð îòíîñèòåëüíî
âñåõ ôàêòîðîâ ðàâíà íóëþ

n∑
j=0

Ej
i = 0. (9)

34

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка
электронных библиотек

https://право.информ2000.рф



. Äîêàçàòåëüñòâî.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâàìè (7), (8) èìååì

n∑

j=0

Ej
i =

1

xi

[
n∑

j=0

∂xi

∂pj
pj +

∂xi

∂b
b

]
. (10)

Èç óðàâíåíèÿ Ñëóöêîãî èìååì ðàâåíñòâî

∂xi

∂pj
=

∂x∗i
∂pj

− ∂xi

∂b
xj, j = 1, 2, . . . , n.

Óìíîæàÿ ýòè ðàâåíñòâà íà pj, ñêëàäûâàÿ ðåçóëüòàòû è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (6)
è áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå

n∑
j=0

pjxj = b, ïîëó÷èì

n∑
j=0

∂xi

∂pj
pj =

n∑
j=0

∂x∗i
∂pj

pj − ∂xi

∂b

n∑
j=0

xjpj = −∂xi

∂b
b.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â (10), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó (9). J

6.4. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîìïåíñèðîâàííîãî èçìåíåíèÿ öåíû

Ïóñòü ïåðâîíà÷àëüíî öåíû íà òîâàðû (x1, x2) áûëè (p1, p2), à äîõîä ñîñòàâèë
b åäèíèö.

Ïóñòü íà÷àëüíîå ðûíî÷íîå ðàâíîâåñèå ïîòðåáèòåëÿ íàõîäèëîñü â òî÷êå x1 =
(x1

1, x
1
2) � òî÷êå êàñàíèÿ êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ L1 è áþäæåòíîé ëèíèè I1.

Ðèñóíîê 7
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Ïðè âîçðàñòàíèè öåíû íà ïåðâûé òîâàð ñ p1 äåíåæíûõ åäèíèö çà åäèíèöó
òîâàðà äî q1 äåíåæíûõ åäèíèö çà åäèíèöó òîâàðà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íîâîé áþä-
æåòíîé ëèíèè I2 è îñè 0x1 èçìåíèòñÿ, è íîâîå ðûíî÷íîå ðàâíîâåñèå ïîòðåáèòåëÿ
óñòàíîâèòñÿ â òî÷êå x2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áþäæåòíîé ëèíèè
I2 è äðóãîé êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ L2.

Ïðîâåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëèíèþ I0 ïàðàëëåëüíî ëèíèè I2 (òî åñòü ïîä òåì
æå óãëîì α = tg−q1/p2.) Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèè I0 è êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ L1

îáîçíà÷èì ÷åðåç x0 .

Åñëè ìû õîòèì êîìïåíñèðîâàòü ïîòðåáèòåëþ ïîòåðþ áëàãîñîñòîÿíèÿ â ñâÿ-
çè ñ èçìåíåíèåì öåí, òî íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü åãî äîõîä òàê, ÷òîáû êàñàíèå
áþäæåòíîé ëèíèè I0, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó äîõîäó, ïðîèçîøëî íà èñõîäíîé
êðèâîé áåçðàçëè÷èÿ L1, ÷òîáû ïîëåçíîñòü ïîòðåáèòåëÿ íå èçìåíèëàñü.

Âåêòîð x1 x0 ïîêàçûâàåò "ýôôåêò çàìåíû"ïðè ðîñòå öåíû, òî åñòü èçìåíåíèå
ñòðóêòóðû ñïðîñà ïðè óñëîâèè ïîääåðæàíèÿ ïðåæíåãî óðîâíÿ áëàãîñîñòîÿíèÿ.

Âåêòîð x0 x2 îòðàæàåò "ýôôåêò äîõîäà", òî åñòü èçìåíåíèå ïîòðåáèòåëüñêîãî
ñïðîñà ïðè ñîõðàíåíèè ñîîòíîøåíèÿ öåí áëàã è èçìåíåíèè óðîâíÿ äîõîäà.

Âåêòîð x1 x2 îòðàæàåò îáùèé ðåçóëüòàò ðîñòà öåíû (ïðè îòñóòñòâèè êîìïåí-
ñàöèè).

Â äàííîì ñëó÷àå (ñì. Ðèñóíîê 7) ïåðâûé òîâàð ÿâëÿåòñÿ
1) ïåðâûé òîâàð ÿâëÿåòñÿ öåííûì, òàê êàê ïðè ñíèæåíèè äîõîäà ñîêðàùàåòñÿ

ñïðîñ (òî÷êà x2 ëåæèò ëåâåå òî÷êè x0);
2) ïåðâûé òîâàð ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, òàê êàê ïðè ñíèæåíèè öåíû ñïðîñ íà

íåãî óìåíüøàåòñÿ (òî÷êà x2 ëåæèò ëåâåå òî÷êè x1).
3) òîâàðû ÿâëÿþòñÿ âçàèìîçàìåíÿåìûìè (òî÷êà x0 ëåæèò âûøå òî÷êè x1).

Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
1. Äîêàçàòü ñëåäñòâèå 2.

2. Ïóñòü ñïðîñ x1(p1, b) =
2

3
·
√

b

p2
1
. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ñëóöêîãî, íàéòè

[
∂x1

∂p1

]

comp

.

3. Äëÿ çàäà÷è u(x1, x2) = x1x2 7→ max
10x1+2x2≤60

äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðå-
òàöèþ êîìïåíñèðîâàííîãî èçìåíåíèÿ öåíû, åñëè öåíà íà 1-ûé òîâàð óâåëè÷è-
ëàñü äî 20 äåíåæíûõ åäèíèö?
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